DM n°l : Suite de Fibonacci — Corrigé

Exercice 1. On considére la suite de Fibonacci (uy)nen définie par :

ug =10 u =1 et Vn € N Unt+2 = Unt1 + Un

1) Calculer us, us, ug, us.

U =ug+u; =0+1=1

ugs=14+1=2
us=142=3
us =24+3=5
2) Montrer par récurrence que : Vn > 2 Up41 = gun

Pour tout n € N, on pose

3
Hn, FUn41 > 5“%

Montrons par récurrence double que H,, est vraie pour tout entier n > 2.

3 3
e Sin =2, par la question 1), on a ug = 3 et §U2 =3 X 2 = 3, si bien

3 ) . R 3
que uz > —us. Donc Hsy est vraie. On vérifie de méme que uy > §u3,

donc Hj est vraie.

e Soit un entier n > 2. On suppose que H,, et H, 1 sont vraies. Montrons
H,i5. On a

Un+4+3 = Unp42 + Un+1

3 3
—Up41 + iun par H,41 et H,

v

2
3

= 5 (un-i-l + U"n,)
3

— éun+2

donc H,, 5 est vraie.

. 3 .
o Finalement, | u,4+1 > §un pour tout entier n > 2.




1
3) On considére la suite de terme général v,, = ﬁ (

a) Déterminer vy et v;.
1 1
V=——7=xXx1-—=x1=0

V5 NG
1 (14+4V5 1-+/5 1
vl_\/g( 5 — 5 >—\/5><\/5_1

b) Soit n € N. Calculer v, 12 — Vpt1 — Un.

1++5 1-+5
5 V=T

. Alors :

On pose p =

\/S(Un+2 — Upy1 — Un) _ s0n+2 o wn—i—2 o (P"+1 + wn-&-l o SOn + ,l/)’n
:gﬁn(@g—tp—l)—’lpn(ﬂﬂ—’l[)—l)

Or,
2
1 5 1 3 5
©? = V5 :—(1+5+2\/5)= +\[=1+s0
2 4 2
et )
1—+b 1 3—vb
P2 = V5 :7(1+5—2¢S): f:1+w
2 4 2
Ainsi,
\/S(Un—&-Q_'Un-l-l_Un):(PnXO_¢HXOZO
Finalement,

’Un+2_vn+1_vn:0‘

¢) En déduire que Vn € N Up = Un.

Les suites (uy,) et (vy,) suivent la méme relation de récurrence a deux termes
et ont les mémes deux premiers termes :

’LL():’UQZO et uli’Ulil

On montrerait alors facilement par récurrence (double) que pour tout n € N,

Remarque : Ainsi, la suite de Fibonacci (uy,)nen vérifie

VneN un:%<1+_2\/5)"_%(1_2\/5>n

Etonnament, le terme de droite est toujours un entier !




